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1. Передмова
У даній роботі розглянуто аналітичні методи розв’язання лінійних, квадратних, дробово-раціональних нерівностей з параметрами.

Специфіка задач із параметрами полягає в тому, що вони охоплюють усі теми алгебри, тому є унікальним засобом для систематизації й узагальнення навчальних досягнень учнів. Високий рівень абстрагування та алгоритмізації, що містять задачі з параметрами, розвиває навички застосування евристичних, дослідницьких прийомів роботи, вміння встановлювати причинно-наслідкові зв’язки, культуру мислення, ініціативу, творчість.

Опрацьовуючи викладений матеріал у кожного є можливість ліквідувати прогалини в знаннях і вміннях, розширити та поглибити знання, підвищити рівень власної підготовки.   
2. Загальні поняття і відомості
У задачах, що описують реальні фізичні процеси, досить часто крім невідомих зустрічаються величини, які називаються параметрами. Їх, як правило, позначають літерами a, b, c, m, k, і т. д., а невідомі -  x, y, z, і т. д. В основу розв’язання задач із параметрами покладено такий принцип: значення параметра (або параметрів) вважається довільно фіксованим і розв’язок задачі знаходитися традиційними методами. Проте наявність параметрів у задачі передбачає обов’язкове дослідження існування розв’язку залежно від конкретних числових значень параметрів із області їх допустимих значень, а також знаходження всіх таких розв’язків. Задачі з параметрами, таким чином, розглядаються як ціла множина рівнянь, нерівностей або їх систем, які отримуються, коли параметри набувають конкретних значень. Форма запису відповіді у задачах з параметрами має спеціальний вигляд: значення невідомих вказуються для кожного допустимого значення параметрів.

    Для розв’язання задач з параметрами необхідні ґрунтовні знання властивостей елементарних функцій, рівносильних перетворень рівнянь та нерівностей.

Нерівності, які крім букв, що позначають невідомі, містять інші букви, які називаються параметрами. Фактично ми маємо справу не з однією нерівністю, а з нескінченною множиною нерівностей.

    Значення параметрів, при яких вирази в лівій та правій частинах нерівності мають зміст, називаються допустимими.

    Розв’язати нерівність з параметрами означає знайти всі її розв’язки для кожної системи допустимих значень параметрів. Значення параметрів, при переході через які відбуваються якісні зміни нерівності, називаються контрольними значеннями параметрів.

3. Лінійні нерівності з параметрами
Нерівності виду ax >< b ,де a i b – дійсні числа, x - змінна, називаються лінійними нерівностями з однією змінною. Розв’язки нерівності суттєво змінюються в залежності від числа a; від умов 

a = 0 або a < 0 або a > 0.
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Відповідь : якщо а є ( - ∞; - 1) 
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Приклад 8
При будь-якому значенні а розв’язати нерівність
│
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Розв’язання 
│
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1) Якщо а = -3, то 
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2) Якщо а < -3, то
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3) Якщо  а > -3, то 
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Відповідь: якщо а є (- ∞; -3), то х 
[image: image238.wmf]Î

 (
[image: image239.wmf]14

3

а

+

;-
[image: image240.wmf]4

3

а

+

);
          якщо а є (-3; + ∞), то х 
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          якщо а = -3, то х 
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4. Квадратні нерівності з параметрами
Квадратичними нерівностями з однією змінною називаються нерівності виду ax2 + bx + c >< 0, де  a, b, c - дійсні числа і a ≠ 0 .
    При розв’язуванні таких нерівностей з параметрами розглядаються випадки :

1. Якщо a = 0, тоді нерівність лінійна

bx + c ><  0 

2. Якщо a ≠ 0, то нерівність другого степеня, розв’язувати її можна двома способами: графічно або методом інтервалів.

Графічний метод полягає в тому, що розглядається квадратична функція y = ax2 + bx + c, a ≠0 . Зображається схематично графік цієї функції з урахуванням напрямку віток (a > 0 , вітки вгору; a < 0 , вітки вниз), та точок перетину графіка з осями координат (D > 0), однією точкою на осі 0x (D = 0), та жодних точок (D < 0). Потім записуються розв’язки нерівності в залежності від її знака.

    Метод інтервалів полягає в тому, що ліву частину нерівності розкладаємо на множини за формулою ax2 + bx + c = a(x-x1)(x-x2)
    Нерівність приймає вигляд a(x-x1)(x-x2) >< 0 (1)

     Методом інтервалів розв’язуються нерівності, подані  у вигляді                                     

(x - x1)(x - x2) … (x - xn) >< 0, де x1, x2, . . . xn  – різні числа, що наносяться на  числову вісь, розбиваючи її на проміжки. В крайньому правому проміжку ставимо знак  „+”, решта знаків чергуються. Розставивши знаки, можна записати розв’язки даної нерівності.                        

    Тому подальше розв’язання нерівності (1) залежатиме від знаку числа а, якщо a > 0, то нерівність прийме вигляд 
(x - x1)(x-x2) >< , а якщо a < 0 , то нерівність прийме вигляд 
 (x - x1)(x - x2) >< 0.
 Приклад 1
При будь-якому значенні а розв’язати нерівність 
ax2 – 2(a -1)x + a +2<0.

Розв’язання 

ax2 – 2(a -1)x + a +2<0  (2).
1) a = 0, тоді 2x + 2 < 0 
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 2) a > 0 ,    D1 = (a - 1)2  - a (a + 2) = a2  - 2a + 1 - a2  - 2a = -4a + 1.
         A)  D1 < 0 
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Схематичний графік функції у = ax2 – 2(a -1)x + a +2 в такому випадку має вигляд

[image: image254.png]



Тому розв’язок нерівності : х 
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Б) D1 > 0,   
     - 4a + 1 > 0 
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Нерівність (2) в такому випадку прийме вигляд:

а (х -
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Оскільки при а > 0   
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В) D1 = 0, -4a + 1 = 0 
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3) а < 0,  D1 > 0 ,  a <
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Нерівність (2) в такому разі прийме вигляд:
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Оскільки а < 0, то  , тому  
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Відповідь: якщо а = 0, то х 
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Приклад 2
При будь-якому значенні а розв’язати нерівність 
(2,5a + 1)x2 + (a + 2)x + a ≤  0 (3).
Розв’язання 

1)  2,5а + 1 = 0 
[image: image315.wmf]Û
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2) 2,5а + 1 > 0
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  D = (a + 2)2 – 4 (2,5a + 1)a = a2 + 4a + 4 - 10a2 - 4a = - 9a2 + 4.
  A) D > 0,  - 9a2 + 4 > 0 
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Корені квадратного тричлена х1,2=
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Нерівність (3) приймає вигляд
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Оскільки 5а + 2 > 0 , то
[image: image347.wmf]2

249

52

аa

a

----

+

<
[image: image348.wmf]2

249

52

аa

a

--+-

+

, тому розв’язок нерівності (3) має вигляд:
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  Б) D < 0.
   - 9a2 + 4 < 0 
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Схематичний графік квадратичної функції 
у =(2,5a + 1)x2 + (a + 2)x + a в такому випадку має вигляд:

                            [image: image364.png]



   Тому розв’язок нерівності (3) в такому випадку: х 
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      В) D = 0.
     - 9a2 + 4 = 0
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Проміжку а 
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, нерівність (3) при такому значенні а має вигляд :
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3) 2,5а + 1 < 0
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A) D > 0; а 
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Нерівність (3) при таких значеннях параметра а приймає вигляд:           (х-
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При а
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, тому розв’язок нерівності (3) в такому випадку має вигляд:
 х
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 Б) D < 0 .   a 
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Графік квадратичної функції у = (2,5a + 1)x2 + (a + 2)x + а  при таких значеннях а має вигляд 
[image: image406.png]



Тому розв’язок нерівності (3) якщо а 
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В) D = 0, а = - 
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При такому значенні а нерівність (3) приймає вигляд :
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Відповідь :
якщо а 
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якщо а = -
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якщо а =
[image: image436.wmf]2

3

, то x = -  
[image: image437.wmf]1

2

;

якщо a 
[image: image438.wmf]Î

 (
[image: image439.wmf]2

3

; + ∞), то х 
[image: image440.wmf]Î


[image: image441.wmf]Æ

 .

Приклад 3

При яких значеннях k нерівність x2  - (k - 3)x – k + 6 > 0 справедлива при будь-якому х 
[image: image442.wmf]Î

 R
Розв’язання 

Оскільки графіком квадратичної функції у = x2  - (k - 3)x – k + 6 є парабола, вітки якої напрямлені вгору, то умова задачі виконується при 

D < 0.

D = (k - 3)2- 4 . 1. (-k + 6) = k2 – 6k + 9 + 4k – 24 = k2 – 2k – 15;
k2 – 2k – 15 < 0 
[image: image443.wmf]Û
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Відповідь : k 
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 (-3; 5).
Приклад 4

При яких значеннях а нерівність ax2 + 2ax + 0,5 > 0 виконується на всій числовій осі.
Розв’язання 

1) a = 0,    0 . x2 + 2 . 0 . x + 0,5 > 0
[image: image447.wmf]Û

  0x > - 0,5
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2) 
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Відповідь : а 
[image: image451.wmf]Î

 [0; 0,5).
Приклад 5
Знайти всі значення а, для яких нерівність (a + 4)x2 – 2ax + 2a - 6 < 0 виконується для всіх х 
[image: image452.wmf]Î

 R.
Розв’язання. 
1) а + 4 = 0
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 а = -4.
8х – 14 < 0
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 х  <
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– умова задачі не задовольняється. 
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  D1 < 0;  D1 = а2 – (a + 4)(2a - 6) = а2 - 2а2  + 6a – 8a + 24 = - а2  - 2a +24.
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Відповідь : a  
[image: image458.wmf]Î

 (- ∞ ; -6).
Приклад 6.
 Знайти всі значення параметра а, при яких нерівність
(а – 1)х2 + 2ах + 3а – - 2 > 0  (4) правильна на всій множині ( - 1; + ∞).

  Розв’язання 
Для того, щоб встановити всі значення параметра, які задовольнятимуть умову задачі, потрібно розглянути поступово всі види можливих розв’язків такої нерівності.

1) а – 1 = 0, тобто а = 1.
0х2  + 2х + 3 – 2 > 0
[image: image459.wmf]Û

2x > - 1
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 x > - 
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2

.

Отже, розв’язки даної нерівності при значенні параметра а = 1 не задовольняють умову задачі.

2) а – 1 > 0
[image: image462.wmf]Û

  a > 1.
A) D < 0, при такій умові графік квадратичної функції
y = (a – 2)x2  + 2ax + 3a – 2  (5) – парабола, вітки якої напрямлені вгору,  перетинає вісь абсцис у двох точках  х1  і х2 (х1  < х2 ).
 При цьому розв’язок нерівності матиме вигляд : 
х 
[image: image463.wmf]Î

 ( - ∞; х1) 
[image: image464.wmf]È

 (х2 ; + ∞).Для того, щоб ці розв’язки були правильні на множині (- 1 ; + ∞) необхідно і достатньо, щоб x 1≤  x 2  ≤  - 1.
Користуємося вказаним вище алгоритмом, щоб скласти умови, при яких це виконається.
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 Знайдемо окремо D1, f (- 1), -  
[image: image466.wmf]2
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D1 = а2 – (а – 1)(3а – 2) = а2 – 3а2 + 2а + 3а – 2 = - 2а2 + 5а – 2;

f (- 1) = (a – 1)(- 1)2 + 2a . (- 1) + 3a – 2 = a – 1 – 2a + 3a – 2 = 2a – 3;

- 
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Отже, система (6) має вигляд:
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Б) D1 < 0, при такій умові графік квадратичної функції (5) – це парабола, вітки якої напрямлені вгору, що не перетинає вісь абсцис.

Розв’язок нерівності (4) в такому разі х є R, що задовольняє умову задачі. 
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3) Випадок, коли а – 1 < 0, тобто а < 1 не задовольняє умову задачі, бо в разі, коли D1 > 0 розв’язком нерівності є проміжок (х1 ; х2), де х1 ; х2 – корені тричлена (х1  < х2), коли D1 ≤ 0, то нерівність (4) взагалі не має розв’язків.

Отже, об’єднавши отримані значення параметра а отримуємо відповідь.

Відповідь: а
[image: image486.wmf]Î

  [
[image: image487.wmf]3

2

; + ∞).

5. Дробово-раціональні нерівності з параметрами
Розв’яжемо дробово-раціональні нерівності з параметрами, застосовуючи при цьому метод інтервалів. Оскільки знак дробу такий самий, як і знак  відповідного добутку, при умові, що знаменник не дорівнює нулю, то розв’язання дробово-раціональних нерівностей будемо здійснювати за наступним алгоритмом:

1. Всі вирази з правої частини нерівності переносимо вліво, змінюючи знаки на протилежні.

2. Зводимо дроби в лівій частині нерівності до спільного знаменника.

3. Замінюємо частку на добуток, при умові , що знаменник не дорівнює нулю.

4. Готуємо нерівність до методу інтервалів і застосовуємо його  до розв’язання даної нерівності.

Приклад 1

При будь-якому значенні параметра b розв’язати нерівність


[image: image488.wmf]x2b+1

.

x-2(b-3)(x+2)

<


Розв’язання 
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Якщо b ≠  3, то (x - 2)(x – 
[image: image490.wmf]2b+1

b-3

) < 0.
Встановимо взаємне розташування чисел 2 і
[image: image491.wmf]2b+1

b-3

 при різних значеннях b .

Знайдемо ті значення b, при яких 2 > 
[image: image492.wmf]2b+1
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.
 2 -
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 > 0 
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-7 (b - 3) > 0 
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b – 3 < 0 
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b < 3.
Отже, при b < 3,  2 >
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, а при b > 3,   2 < 
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b-3

.
1) Якщо b < 3, то



   [image: image501.png]
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[image: image502.wmf]Î

 (
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; 2 ).
2) Якщо b > 3, то 
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    х 
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Відповідь : якщо  b 
[image: image507.wmf]Î

 ( - ∞ ; 3) , то х 
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                    якщо b = 3, то х 
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 ;

                    якщо b 
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 ( 3; + ∞), то х 
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Приклад 2

При будь-якому значенні параметра а розв’язати нерівність
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Розв’язання    
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1)  2a – 20 = 0  
[image: image517.wmf]Û

a = 10, тоді утвориться лінійна нерівність
    19(5x – 4) < 0 
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 x < 
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2)  2a – 20 > 0 
[image: image520.wmf]Û

 a > 10, тоді матимемо квадратну нерівність
(x +
[image: image521.wmf]19

2a-20

) (x –
[image: image522.wmf]4

5

) < 0. 
Встановимо взаємне розташування чисел -
[image: image523.wmf]19
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  та
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 в залежності від параметра а.

 -
[image: image525.wmf]19

2a-20

 >
[image: image526.wmf]4

5

 
[image: image527.wmf]Û

 -
[image: image528.wmf]19

2a-20

 - 
[image: image529.wmf]4

5

>0 
[image: image530.wmf]Û

 
[image: image531.wmf]19

2a-20

 + 
[image: image532.wmf]4

5

<0 
[image: image533.wmf]Û



[image: image534.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image535.wmf](
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 Очевидно, що -
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Оскільки ми розглядаємо випадок a > 10, то 
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  Отже , х 
[image: image542.wmf]Î

 (-
[image: image543.wmf]19

2a-20

;
[image: image544.wmf]4

5

).
3) a < 10, нерівність приймає вигляд :

(x +
[image: image545.wmf]19
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) (x –
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) > 0. 

  3a)  а 
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3б) а = -
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Випадок а = -
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 можна включити в попередній.
3в) а 
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Відповідь : якщо а 
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         якщо а 
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         якщо а = 10, то х 
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Приклад 3.
При будь-якому значенні параметра а розв’язати нерівність
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1)  a = 2.
   6(x – 3) < 0 
[image: image589.wmf]Û

  x < 3 
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 х 
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 (- ∞ ; 3).
2)  2 – а > 0 
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 a < 2.
( 2 – a) ( x +
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) (x – 3) < 0 
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Встановимо взаємне розташування чисел   - 
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Знайдемо значення параметра а, при яких  - 
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Знайдемо значення параметра а , при яких- 
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 > 3.
 ( a – 1) (a – 2) > 0 
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3) Враховуючи, що випадок, який ми розглядаємо a < 2 ,
 то- 
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Якщо а = 1, то- 
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Отже, розглянемо випадки:

2а) а 
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2б) а = 1.
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3) 2 – а < 0 
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Відповідь : якщо а 
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Приклад 4 

При будь-якому значенні параметра а розв’язати нерівність.
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